IUT Mesures Physiques
Caen

Transformées de Fourier

1) Transformée de Fourier & 1 dimension

Soit f(x) une fonction sommable (si J'|f(x)|dx est finie), la transformée de Fourier de
f(x), F(u), vaut:
F(u) = [ f (e dx = (ulf)

ou u et x sont des variables conjuguées (duales, réciproques). Le produit ux est sans
dimension, par exemple:

- si x est un temps, u est une fréquence

- si x est une longueur, u est la fréquence spatiale
2) propriétés:

e Changement de signe, symétrie/antisymétrie:
Soit F(u) = j f (x)e 23 dx,

Alors F(-u) = ‘Tf(x)ez"“”’xdx = Tf(x)e”“*dx
en prena_rolot y=-X, dy=-dXx, oo::-oo:

Feu=- [ F-y)e ™™ dy = [ 1 (-y)edy
Feu) = TF(X)

On aurait pu écrire  F(u)= j f () cos(—27zux)dx + i j f (x)sin(-2zux)dx = o+ip

et F(-u)= T f (x) cos(2zux)dx + i T f (x)sin(2zux)dx =a-if3

soit, * pour f(x) réelle dissymétrique (f(x)=f(-x)):
TF(f(x))=F(u)= a+ip
TF(f(-x))=F(-u)= a-ip=F"(u), F(u) est complexe

* pour f(x) réelle symétrique (f(x)=f(-x)):
TF(f(x))=F(u) = TF(f(-x))=F(-u) = a+ip=0—if
= B=0, F(u) est réelle pure

* pour f(x) réelle antisymétrique (f(x)=-f(-x)):
TF(f(X))=F(u) = -TF(f(-x))=-F(-u) = a+if=—a+ip
= a=0, F(u) est imaginaire pure

¢ Distributivité:
TF(af(x) + Bg(x)) = aF(u) + BG(u)
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e Translation:

TF(f(x-Xo)) = F(u) = ]g f(x—x,)e ™ dx

—00

Posons t=x-Xo = X=t+Xg

j f (t)e g (t 4 x,)

e*Z”jUXo j f(t)e—Zﬂju(t)d(t)

—00

e 2% F(u)

d(t+x0)=dt (xo=Cte) =

« fonction périodique f(t)=>" f, (t—nT)

6
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TRE)=F() = [ O “dt= [ 3 f,(—nT)e dt=Y [ 1,(t—nT)e "t

— i Fl (V)e—ZﬂjvnT - Fl (V)ie—anmT
= Fl(V)|:ZO: e 2 4 ie‘z’w } =H (v){iez’mnT + ie‘z’m }
- 0 0 0

=2F (V)Z cos(2zwnT) =2F,(v) Rez g2
° 0

N-1
soit S = e
=10+ e 2T 4 4 g 2Av(NT ()
— Se72njvT :e72njvT+ +e727zijT (b)
(2)-(b):S(1-e?T)  =1-g T
S =(1-e"\T)/(1-e727"T)

_ g ANT (e;zjmT _ e—;zijT)

e AT (ezzjvT _e—zzijT)
:e,ﬂjv(N,l)T Sin(ﬂ'VNT)
sin(zvT)

daniel.chateigner@ensicaen.fr Page 2 01/02/2012



IUT Mesures Physiques
Caen

sin®(mNT)
sin?(mvT)

Cette fonction prend la valeur N lorsque son dénominateur s'annule (tous les v=n/T),
et s'annule lorsque son numérateur s'annule (tous les v=/NT):

soit 1=8S "=

Lorsque N tend vers I'infini, alors la fonction | peut étre vue comme une somme de
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fonctions de Dirac:

N
- [ 2 _ 2 _ J]_
lim | = lim F*(v) = 4F, (v)zoja(v Tj

e Multiplication:

00

TF(f(ax)) = F(u) [ f (ax)e #dx

Posons t=ax = x=t/a = dx=dt/a
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iF(E) sia>0
=49 14 (Figure 1)

—EF(EJ sia<0
a \a

Cette propriété des transformées de Fourier est bien illustrée par le principe
d'indétermination de Heisenberg, AEAt>h.
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Figure 1
e Complexe conjugué:
TREC)= = [ (e dx
E [ | f(x)ez"j“xdx}
=F(w

= si F (-u)=F(u), alors f(x) est réelle (f (x)=f(x)).

e Dériveée de F(u):
dF(u) lim F(u+h)-F(u)
du h—0 h

= Lm%zf (X)[e‘27lj(u+h)x il e—27zjux }jx

= m%_]if ()27 — 127 dx limle 2™ —1]»-2rjhx

=-2xj [ xf (x)e """ dx
=-2nj TF(xf(X))

e TF de la dérivée:
df T df
TF(— = |—e
(dx) L dx

—27zjuxdx
—2mux df - - s .
On pose v=e " et dW:d—, puis on intégre par parties:
X
= [t (e ] + [ 27ut (e dx

= 2mju F(u),

daniel.chateigner@ensicaen.fr Page 4 01/02/2012



IUT Mesures Physiques
Caen

et par suite TF((:i nf ) = (2wju)" F(u)
X

e Multiplication par un polyndéme:

vu la dérivée de F(u), on a:

TF(xf(x))= [%} d';ﬁ“)
Et par suite:
TROCTG0) = {Z‘—ﬂﬂ g

e Inversion de Fourier (réciprocité de la TF):
Si F(u)=TF(f(x)), alors f(x)=TF(x)=TF(F(u)),
f(x)= TF(u)ez”j“Xdu
donc F(u) est aussi_olcme fonction sommable.
Démonstration: soit R(x) la fonction représentant la fonction recherchée:
R(X) = TF(u)eZ”j“Xdu

I I f(x') e " dx' e*™du

—00—00

T f (x")dx' T p2u0ex) gy )

en ce qui concerne .fez”j“(x‘x"du . cette intégrale est nulle partout sauf en x'=x ou elle

—00

prend la valeur jdu =oo. Cherchons sa valeur principale ly(X-X'):

U
Li(x-x)= [e2diG=x)qy =
u(X-X) :Ee du T
_ sin(22U (x = x"))
- z(x—X")
La fonction ly(x-x'") est représentée sur la Figure 2 pour 2 valeurs de U.

(eanU (xX) _ g=27U (x-x) )

On voit que, V U, '[ I, (x=x")d(x—x") =1, en effet cette intégrale se rapproche de plus

en plus de la surface du triangle abc (Figure 2) quand U devient grand, et elle vaut
2U.(1/2U)=1. Lorsque la valeur 1/2U tend vers 0, quand U—o0, on obtient la valeur de la

fonction R(x) recherchée. En fait, quand U—oo, 1y(X-X') est la distribution de Dirac, 5(x-x'), et
I'on a:
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R(X)

JILTOIO T f(x)1, (x—x")dx'

T f(x)o(x—x")dx'
= 1(x) (CQFD)
e Produit de convolution:
on a R(x) de la forme: R(x) = T f(x")g, (X=x)dx'
= feg (_Sroduit de convolution)

ou J'ﬂl g, (Xx—=x") =8(x'-Xx)
08I X'= X
0six'# X
On voit que le produit de convolution est une moyenne pondéree.

Mais la fonction de Dirac ne se congoit comme une fonction 'normale’ (dérivable, ...)
qu'a l'intérieur du produit de convolution feg:

avec o(x'-x) :{ et Té(x'—x)dx' =1

(fog) = [ 1()g(x-x)dx

il faudra s'en rappeler pour des applications pratiques. Par exemple, on pourra convoluer une
fonction f(t) par une fonction Créneau (normalisée, Figure 3), Cr(t):

. t0+g
Cr, ® f(t)= [Cr(t—t,)f (t)dxt k. [ f @)t
—0 T ¥
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Figure 2
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Cr.(t)
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v

Figure 3

¢ TF du produit de convolution:

o0

TE(R(X)) j R(x)e %3 dx

T T f (x)g(x'—x)e > dxdx’

—00 '—00

= j j f (X")g(X'=Xx)e 23X+ dxcx’

—00 —00

o0

= I f (x")e 'dx’ T g(x'=x)e g (x — x')
SFUGH)
alors, si g(x) réelle, TF(feg) = F(u) G (u)
3) Généralisation a plusieurs dimensions:

Si f(x,y,xt), alors:

F(u,v,w,v) = ”” f (X, y, z,t)e 2AMWW) gy dydzdt
u
on peut alors définir le vecteur d'onde k = 2z|v , ol u, v et w sont appelées fréquences
w
spatiales. Ainsi on peut réécrire F(u,v,w,n):
F(k, o) = ﬂ” f(r,t)e 1@ nd3rdt

et par inversion:
1

(2m)°

f(r,t)= Hjj F(k,@)e'“*"d%kdw

4) Exemples d'utilisation:
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e Soit un circuit électronique comprenant un amplificateur opérationnel de gain A (Figure 4):

R
AN 2
C| i(t)
Ve(t) [a v
A s()
Yoz 24
Figure 4

Le courant passant dans R a l'instant t est: i(t)=(Vs-Va)/R, et i(t)=Cd(Va-Ve)/dt, soit
encore: i(t)/C=(Vs-Va)/RC. Le gain de I'amplificateur étant A, on a Vs=-AVa a tout instant,
ce qui conduit a I'expression:

Vs(1+ 1 )/RC=- i (Ve+ E )
A dt A
dvs A dve

——+—Vs=-A—— d'ou I'on obtient Vs(t)
dt RC dt

Pour connaitre I'état du circuit a la fréquence v, on peut alors prendre la TF de chacun
des membres de I'équation précédente, soit:

2mivV/s(v) + %VS(V) ~ _2mjvAVe()
Vs(v) _ - 271 VA
Ve(v) : A
2v+——
AV T Re

Vs(v)=T(v)Ve(v) = Vs(t)=A(t)®Ve(t)
Il faut maintenant donner un sens a A(t). Par exemple, si Ve(t)=5(t) (pulse électrique),
on a alors: TF(Ve(t))=TF(5(t))=Ve(v)= Td (t)e #3"dt =1, et par suite Vs(v)=T(v), donc:
AW=TF(T(Y)
e Onde électromagnétique monochromatique:

Si f(x,y,z,t) représente une onde électromagnétique monochromatique, on peut
toujours la mettre sous la forme:

f(x,y,z,t)=f(x,y,z) e

21vet ot sa TF devient

F (U,V, w, V) - J.J.J' f (X, Y, Z)eZzzj(ux+vy+wz)dxddeJ'e—an(v—vO)tdt
F(u,v,w,v) = m f(x,y,2)e? "W dxdydz S(v - v,)

pour v=vy, on obtient la répartition spatiale de I'onde par inversion de Fourier:
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f(xy,2)= jij(u,v, w)e AW gy dvdw

soitavec:  |K|=2mvo/c=2m(ut+vi+w?) M2

2
V
[—Oj =u?+v2+w=cte
c

cette équation définie la sphére d'Ewald, lieu (surface) des points
correspondants aux extrémités des vecteurs K(vo).
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